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I. Bevezetés

A mesterséges holdak megJjelenésével 1uj lehetlség
nyilt a F6ld grevitécids terének kutatésira. Bebizonyo-
sodott, hogy a grevitdcids tér eltérései a gombi szimmet-
ridtél jelentls zavargésokat okoznak a F6ldhdz kbzel ke=-
ringd mesterséges holdak pdlyaelemeiben, és ezekbdl a za-
vargésokbdl meg lehet hatdrozni a grevitdcids teret Jjel-
lemz$ bizonyos peramétereket. Az Uj lehetbség felismeré-
se iJ tudomdnydg, a dinamikus szputnyikgeodézia kialaku=-
lésdhoz vezetett. Mdédszereit tekintve a dinamikus szput-
nyikgeodézia az égi mechenikidvel rokon, az dltales szol-
géltatott eredmények viszont olyan Jjellegiek, emilyene-
ket korédbban csak a gravimetria sdott. Bizonyos teriile-
teken a dinsmikus szputnyikgeodézia és a klasszikus gra-
vimetria médszereivel meghatdrozott adatok kdzvetleniil
Ossze is hasonli{ihaték és egyesithetlk. A dinamikus
szputnyikgeodéziai kutetdsokndl dltaldban e F5ld gravi-
tdeids potencidljdnaek a kdvetkezd alekjsbdél szoktak ki~

indulni:
(! . L " -
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ahol E.l a gravitdeids &llandd, M a F6ld tomege, RE
) AFﬁld dtlagos egyenlitdi sugera, Cﬂn éa ‘SQM &llanddk,
Tﬁ? asszocidlt Legendre-fliggvények.

Az (1) forma hereznidlatdt a Nemzetkdzi Csillagédszati
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Unié is javasolta.[f] Ebben a dolgozetben is ezt a for-
mét fogjuk felheszndlni, meg kell azonban jegyezni, hogy
bizonyos esetekben hasznos lehet mdes alak, példdul Lame-~
fliggvények szerinti sor hasznélata is.[?]

A F5ld gravitdecids potencidl jénak eltérését az azo-
nos tomegd gémbi szimmetrikus test potencisljatél az ({)
kifejezésben a CQw\ és -SQW‘ koefficiensek Jjellemzik.

A dinamikus szputnyikgeodézisi kutatdsok célja az, hogy
a szputnyikok pélydinak zavargdseibdl meghatdrozzdk eze-~
ket a Cﬁn\ és 52«, koefficienseket. Az irodalomban
gyekran teldlkozunk kisé eltérd jelolésekkel is. Példadul:

}a Coo jfzm“cam; K :‘Sam

ewm

-

A tOmegvonzdsi er6tér potencidlje ezekkel a jeldlésekkel
a kdvetkezd elaki:

v-EMSF 2y (m)rz (leacommie K smaB a]} (2)

‘T{ = - Con tan W Aw\
A }E- koefficiensekhez tartozd tagok csak a fld-

rajzi szélességtdl fiiggenek, ezeket zondlis harmoniku-

soknak nevezziik. A tébbi harmonikus gy a foldrajzi szé-

lességtdl mint a hosszisdgtél figg. Bzek kdziil azokat,

amelyeknél w=:={ szektoridlis, emelyeknél pedig m 0

ltesszerdlis harmonikusoknek nevezziik. A hosszussgtdl is

flggd részt néha célezerd kisé dtalekitani uj
B )
-\ L \ S
jﬁm-\kcam"'sg_m és >\ :'“i"‘u-' Lo

Lwr W CQM
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41landdék bevezetése utjén. Ilyen médon a kovetkezd ala-

kot kapjuk:

LS Qo [y pes)T SV A S
:T{ Ay JHWM ﬁéqjﬁ*wmm Ew)ﬂ(“w‘”l
Ha ismeretes valamely C:Rm /vagy ugyanigy Sam /
koefficiens értéke, akkor a hozzé tartozd hermonikusnsk
a szputnyik mozgésdra gyakorolt hatédsa meghatdrozhatd.
Ha a szputnyik mozgdséra haté tobbi perturbdlsé tényezd
nem tuil nagy, és igy a kiszemelt szputnyik a vizsgélt
idéintervallumon belil jé kézelitésben egy Kepler-féle
pélyén mozog, akkor a CaM -hez tartozd hermonikus he-
tédsa elég Jj61 meghatdrozhaté analitikus uton. Ehhez eld
kell 41litaeni & harmonikust a Kepler-féle /vagy esetleg
ezekb8l leszérmaztathaetd kanonikus/ pédlyaelemek fliggvé—
nyében /ldsd a (4) sorfejtést/, az igy eldédllitott per-
turbdcidfiiggvénnyel képezni kell a pélyselemek Lagrange-
féle egyenleteit, majd integrdlni kell ezeket a2z egyen-
leteket. A Lagrange-féle egyenletek integrélésa dltald-
ban a Kepler-féle pdlyédbdl kiinduld iterdcids mddszerrel
torténik. A rovid periddusi tagok kégziil tobbnyire ele-
gendd az elsd kozelitésben kapottakat megérizni, a hosz-
szUi periddusy és szekuléris tagokat viszont gyakren a
mésodik €és hermedik kdzelitdsbdl is figyelembe kell ven-
ni. Ha a szputnyik pslydje az észleléseket feltleld in-
tervallumon jelentdsen eltér a Kepler-féle pdlyétél, ak-
kor a Ci. hermonikustél szérmezé perturbdcié értékét

numerikus dton hatdrozzdk meg. Ebben az esetben egy bo-



nyolultabb elméleti vagy experimentdlisan meghatérozott
pdlyegérbe mentén integréljék a (.,  harmonikustél
szarmezd gyorsulds megfeleld komponensét.

Ilyen médon tehdét ha ismeretesek a2 szputnyik pélyee~-
lemei egy kezdeti ta iddpontban, ckkor meg lehet hatéroz-
ni annek a perturbdcidének az értékét, smelyet a kivélasz-
tott harmonikues t 1id6 slatt okoz egy meghatérozott pédlye-
elemben. lNivel a perturbdcid nagysdga linedrisen fligg e
Czw‘ koefficienstbl, o feladat kénnyen meg is forditha-
té. Ha ismeretesek & mesterséges hold pélyselemei egy £e
idépontban, és valamilyen mdédon sikeriil meghetdrozni a
th, -hez tartozé harmonikus &ltal velamely pdlyaelem-
re t 1idé alatt gyskorolt perturbdldé hatds értékét, akkor

ebbsl & (.

(.. koefficienst meg lehet hatérozni. A reélis

esetekben & szputnyik pdlydjdéra egyidejlleg hat az Osszes
hermonikus és szon kiviil még egy sor més perturbdld ténye-
z6 is, ezért e kivdlasztott Ccn, koefficiens hatdsét
meglehetdésen nehéz elkiléniteni a tdbbi perturbdld ténye-
zG hetdsatdl. A gyakorlatban egy edott észlelési anyseg
feldolgozdsakor egyszerre csek a koefficiensek valamely
csoportjdt hatdrozzdk meg, illetve Javitjdk. liinden egyes
szputnyik minden egyes pédlyaelemének egy adott iven meg-
hatérozott perturbdcidja lehetdvé tesz a figyelembe vett
koefficiensek kdz6tt egy linedris Osszefliggés megdllaepi-
tdsdt. Elvileg egyszerre annyi koefficienst lehet megha-
tdrozni illetve javitani, shény ilyen Gsszefiiggds /egyen-
let/ feldllitését az észlelési anyeg lehetévé teszi. A

gyekorlatben a figyelembe vett koefficiensek széme min-
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dig kisebb ez egyenletek széméndl, és a f£01lds szdmu
egyenletet & legkisebb négyzetek médszerével oldjék meg.
4 legnehezebb gyskorlati feladat amnnak eldontése, hogy az
adott észlelési anyag feldolgozédsa sorédn mely koefficien-
seket kell figyelembe venni és melyeket kell elhanysgol-
ni. A vézolt médszer keretein beliil ez a feladat teljesen
egzektul nem is oldhaté meg. Altsléban fel szoktdk téte-
lezni, hogy a f6 perturbdcidkat elsdsorban az alacsonyabb
fok és rendszédmi harmonikusok okozzék. Ezen kivil sokat
segit 2z is, hogy & pélyaivek hosszaitdl és elhelyezkedé-
seitél filigglen a kapott egyenletrendszerekben & gravitéd-
cibés koefficiensek sulyai erdsen eltérhetnek egymdstdél.,
Bizonyos pélyaivek esetén eléfordul, hogy a koefficiensek
meghatdrozott csoportje nagysigrenddel negyobb sulyokkal
keriil az egyenletrendszerbe mint a tobbi koefficiens, és
ezdltel a tobbitll cseknem fliggetlenil, sokkal nagyobb
pontosséggal hatdrozhatdé meg. Miutén a kivédlaesztott koef-
ficienseket a f6lds szédmi feltételi egyenletbdl a legki=
sebb négyzetek mdédszere segitségével meghatédrozték, a fel-
tételi egyenletek kozepes kvadratikus hibdjs is ismeretes-
sé vdlik. A feltételi egyenletek hibdjs vegy a felhaszndlt
mérési adatok hibdjébdl vagy a figyelembe nem vett harmo-
nikusok hatésdbdl szédrmazhat. He a taldlt hiba meghalad-
Je azt ez értéket, amelyet a pilyaelemmeghatirozéds eldze-
tes becslések alapjsn vérhaté hibgja okozhat, skkor a meg-
hatérozdsba j koefficienseket kell bevonni.

A dinamikus szputnyikgeodézidban a fentiekben vézolt

médszeren kiviil sok més eljérist is alkelmaznaek. Ha @



szputnyik pédlydjénask egy rovid ivén sok nagy pontossdgi
észlelds oszlik el, jol alkalmazhatdé a koordindtdk per-
turbdcidinek vizsgdlatara épuld eljdrds, smelynek egyik
legttkéletesebb valtozatdt Izsék Imre dolgozte ki, és
eredményesen alkalmazta a tesszerdlis harmonikusok és az
4lloméskoordindték meghatdrozdséra illetve Jjevitdsdra. Az
eljérés lényege abban 411, hogy ellszdr elb4llitjék az
ismert perturbdlé hatdsok figyelembevételével lehetséges
elméleti palysdk kozll azt, amelyik a2 legjobban illeszke-
dik a megfigyelésekhez. A legjobb illeszkedés kritériumd-
nak az észlelt pozicidktél vald eltérések négyzetdsszegé-
nek minimumét tekintik. Mér ennek a feladatrésznek a meg-
0ldésénédl is nagy szerepet kapnak az egyenletmegolddsok
és az integrdlkiszémités numerikus mdédszerei. Az igy meg-
hatérozott elméleti pélystdl vald eltéréseket a meghats-
rozandd illetve Javitendd harmonikusok hatdsdnak és az
&lloméskoordindtdk hibdinak tulsjdonitjdk. Az eltdérések
vérhatd értékeit az elsddlegesen kapott elméleti pélya
mentén numerikus integrdldssal szdmitjdk ki. Az eltérések
a keresett koefficiensek és az dllomédskoordindtakorrekci-
6k lindris fliggvényei lesznek, és igy, az elméleti pdlya
kiindulépontjdul felheszndlt egy pozicié kivételével min-
den egyes észlelt poziciébdél egy lineéris egyenletet kap-
nek a keresett koefficiensek értékeire 4és az &lloméskoor-
dindtakorrekcidkra. 4 kapott egyenletekbdl elvileg élta-
léban annyi v4ltozd hatdrozhatd meg, ahény egyenlet ren-
delkezésre 411, a gyakorlatban azonban egyszerre csak en-

nél koérilbeliill 2-3-szor kevesebb paramétert Javitansk,



Az egyenletrendszert szémitdégéppel, a legkisebb négyzetek
médszerével oldjak meg. Az egyenleteket az egyes &llomé-
sok és a konkrét észlelés sajatsdgeinsk megfelelden su-
lyozni is szokték. Ha velamely szputnyikra vonatkozdan
+t6bb hénepra kiterjedd észlelési anyag &ll rendelkezésre,
amely lehetévé teszi a pélyselemek koriilbeliil naponkénti
meghatdrozésat, az anyegot olyan médszerrel szoktdk fel-
dolgozni, amely lényegében hesonldé az eldzlekben vézoli-
hoz, csak az észlelt pozicidk helyét oz észlelésekbll
szdmitott pdlyaelemrendszerek veszik at. Az eljérds még
abben is eltér az eldz8t61l, hogy sokkal nagyobb szerepet
kapnek benne az analitikus médszerek, konkrétan ez égi
mechanikai perturbdcidelmélet, valamint hogy itt nincs
szilkség 2z dlloméskoordindtédk egyidejd Jjavitédsédra, mivel
az ellforduld palyaelemzavargdsok &ltaldben az d1lomdsko-
ordindték hibdinidl nsgysdgrendekkel nagyobb szputnyik-ko-
ordindtazavargdsokkal dllnek Osszefiiggésben., Altaldnos-
ségban leszdgezhetjik, hogy a feldolgozdsokndl hasznidla-
tos médszerek igen erdsen fliggenek a rendelkezésre 4116
észlelési anyagtdél. A kildnféle é€szlelési anysgok és fel-
dolgozasi mdédszerek eldnydsen egészitik ki egymést. Az
alacsonyabb fok és rendszémi, és féként a zondlis harmo-
nikusokat a pdlyeelemek szekuléris és‘hosszd periddusy
perturbacidéibdél, a magasabb fok és rendszami harmonikuso-
kat pedig a koordingtdk roévid periddusy perturbicidibdl
lehet pontosabban meghatérozni.

A mesterséges holdek megfigyelései slapjén elsének

az emerikai Smihsonian Intézetben hatdroztsk meg féként
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Izsék és Kozei munkédssdga nyomédn egy meglehetésen pontos
és 4tfogd paraméter-rendszert, emelyet 1966-ban tettek
kozzd., A paraméterek szimét és pontossdgédt 1969-ig sike-
riilt jelentds mértékben ndvelni, ¢és ezért ekkor egy iUjabb
dtfogé paraméter-rendszert publikdltak "Smithsonian Sten-
derd Earth II. 1969" névvel. Ez utébbi peraméter-rendszer
tartelmazza a zondlis hermonikusok értékeit 111 -ig be-
zérdlag és ezen kivil szdmos tesszerdlis és szektoridlis
harmonikust. Bz utdébbisk k&zstt szerepel (= 16-ig és

im = 16=-ig az ©sszes harmonikus, velamint ezen tul is szé-
mos harmonikus £ =22-ig illetve wm =14-ig. [4,5]

A gravitécids tér tovébbi harmonikusainsak kutatdsa
az azdta eltelt években is eredményesen folytatddott. Kii-
10ndsen nagy Jjelentdsége van az észlelési technika fejld-
désének, konkrétebban annak a ténynek, hogy & lézeres té-
volségmérés valamint a Doppler-effektus alapjdn vald se-
bességmeghatdrozéds reletiv pontossdgét sikeriilt 2 Baker-
Nunn kemeras fotografikus pozicidészlelds szinvonaléra,
sét sok esetben azon tul is emelni. A kiildnbdzd észlelési
médszerek egyiittes slkalmazdsa ds kilonbdzd megfigyeld
dllomésokrsél vald szinkron észlelések szervezdése lehetdvé
teszi, hogy a megfigyelt szputnyik pdlyédjsénak egy bizo-
nyos ivét tisztén a méréesekbdél - dinamikai megfontolésok
igénybevétele nélkiil - nsgy pontossdggal elddllitsdk. Ha
a mérésekbél meghatsrozott ivet 0sszehasonlit jdk ez is-
mert harmonikusok figyelembevételdvel szdmitott elméleti
ivvel, akkor 2 gravitdciés térnek a feltételezettdl veld

lokélis eltérésére vonatkozden igen pontos informécidket
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kapnek. Sok esetben figyelhetlk meg olyan perturbécidk,
amelyek 30-ad vegy annsl is megesabbfokd hermonikusoktél
szérmazhatnak.

Az elért jelentls eredmények ellendre meg kell azon-
ben dllapitanunk, hogy az djonnean meghetdrozott paraméte-~
rek szém2 és pontosséga nem novekedett olyan mértékben,
chogy ez €szlelési pontossdg ndvekedédse ezt lehetdvé ten-
né. A magasabb fok és rendszémok felé haledva a paraméte-
rek meghetérozésa rohamosan ndvekvd gyekorleti nehdézsé-
gekbe Utkbzik. Az elsd szémi &és legsilyosabb probléme az,
hogy az észleldhdldzat nem eldg sirl &s nagyon egyenllt-
leniil oszlik el a F6ld felszinén. Ennek kidvetkeztében 2
megfigyeldsek dltaldban a pdlye kis részére koncentrdléd-
naek, és az egy fordulet sorén megfigyelt geocentrikus iv-
hossz kdzeli szputnyikok ecsetén még jél szervezett kvdzi-
szinkronészlelések mellett is ritkén haladja meg a 20°-
ot, mérpedig a felsdbbrendl tesszerdlis harmonikusok ép-
pen a kdzeli szputnyikokra gyskoroljdk a legnsgyobb per-
turbéldé hatést. A kizeli szputnyikok észlelését az is
megneheziti, hogy nagy a létszdlegos szdgscbessdégiik, és
ezért a fotogrefikus kamersdkkal kidvetéses ilizemmédban csak
ritkdn lehet, és akkor is csak révid iven fényképezni
Cket, és ezért csak a fényesebbekrsl lehet pontos pozici-
6kat kepni. A fényesebb szputnyikok azonban egyszersmint
nagy méretilek is, és ezért pslydjuk s 1égktri hatdsoknak
is nagy mértékben ki van téve, ami viszont jelentdsen
megneheziti a geodéziai céld felhasznélést. Ebben a vonat-

kozdsben a kozeljsvében vérhats eldrehaladds, mivel t&bb



orszdg is tervezi Gjfajta specidlis geodéziail szputnyikok
felbocsatédsdt. Ezek tobbnyire kis méretidek és nagy tome-
gliek lesznek, és lehet lesz (ket lézeres és Doppler-féle
médszerekkel észlelni, ami a fotografikus pozicidészlelés
esetleges hiénya esetédn is elegend8 adatot biztosit a ge-
odéziei célu kutatédsokhoz. Olyan szputnyik felbocsdtdse

is tervbe van véve, amelynek belsejében egy kisebb mseg
szabadon - csak a gravitdcids erdknek kitéve - kering, és
az 6t kbrilvevé szputnyik mindig elkalmazkodik 2 belsejé-
ben repilé maghoz, azaz segédrekétdk segitségével dllan-
ddéan kompenzdlje a légkodri fékezberlk és a sugdrnyomés
hatését, elkerilve a maggel valdé mechanikei érintkezést.
Az észleléhdldézat ritkessdge és egyenlétlen eloszlédsa jelen-
ti a jovs szempontjébdl is a legsulyosabb é€s nehezen meg-
oldhatd problémét. Ennek ez az oke, hogy egy Jjél felsze-
relt &4llomds létrehozdsa és ilzemeltetése meglehetdsen
koltséges, sz dcednok térségében pedig eleve csek a szi-
geteken lehetséges. Jelenleg az a helyzet, hogy csak Eurdé-
pa és Hszak-Amerika egyes térségeiben mikddik annyi &1llo-
més, hogy a szomszédos £llomdsok észlelési kérzetei az
alacsonyen keringé /200-1000 km/ szputnyikok szempont jd=-
bdl &tfedjék egymést, azaz hogy a szputnyik mindig lega-
1ébb egy 4llomds észleldi kdrzetén beliil legyen. Ilyen
médon tehdt a kivédlasztott szputnyik mozgdssrél az 41lomé-
sok munkdjénak Jjé koordindldsa esetén kedvezd észlelési
viszonyok kbzdtt egy 20-30°-0s ivre koncentrilva sok pon-
tos adst nyerhetd, a pdlysiv t8bbi részére vonatkozdan

azonban leggyskrabben semmilyen kxézvetlen adat sem 411
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rendelkezésre. liivel az alacsonyen keringd szputnyikokat
csaek rovid pélyaiveken lehet megfigyelni, &és azt is fi-
ként csek & T6ld ugysnazon térségeiben, a kiilonbdzl har-
monikusok hetdsainak elkildnitése komoly gyakorlati ne-
hézségekbe Ultktzik. Konnyen eldéfordulhat, hogy egy rdvid
pdlyaiven észlelt perturbdcié egyardnt megmagyarizhatid
t8bb tucat kiilonbozd harmonikus vagy az ezekbll képezhet
végteleniil sok kombindcidé hatdsdval. A problémén valame-
lyest enyhit, ha kiilonbdz6 magassdgokban és kiildnbdzd iré-
nyokban haledé szputnyikokrdél dllnsk rendelkezésre adatok,
de a koordindtaperturbdcidk vizsgélatdnek fentebb vizolt
médszerén bellil ez sem tesz lehetdvé teljes megoldést, A
kiilénbdz8 harmonikusok hatdsainak elkiilonitését az is meg-
neheziti, hogy az djabb mindségi vizsgdlatok szerint a ko~
efficiensek csdkkend tendencidja, amely ( = 20-ig kdzeli-
t8leg érvényes,valahol 20 utén megtdrik, és egy eddig meg-
hatérozatlan szekaszon novekedés vdltja fel. Ilyen mdédon
a figyelembe veendd hermonikusok szédmét eldre megbecsiilni
igen nehéz. Megemlitjik még, hogy a magasabb fok és rend-
szémi harmonikusok felé haladva ez elvégzendd szémitésok
mennyisége is rohsmosan né, és ez nagy snyagi riforditdst
igényel, s6t tovabbi jelentds fejlesztés ezen az ilton csak
a szémitdstechnika fejldédésével parhuzamosan képzelhetd
el,

A pélya meg nem figyelt részén bekdvetkez§ perturbsd-
cidkra csak Ugy kovetkeztethetiink, ha meghatdérozunk vala-
mely két megfigyelt ivhez tartozd két kbzepes pédlyselen-

rendszert. A két pdlyselemrendszer kbzti eltérés a meg
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nen figyelt iven elszenvedett perturbicidk ereddje. Vala-
mely pélyselem véltozédsa ez illetd pédlyaelemre gyskorolt
perturbdldé hatésnak az eltelt id6 alatt illetve a megtett
iv mentén vett integrédljdval fejezhetd ki. A F51ld felszi-
nének ugyanabbdl a térségébdl jél megfigyelhetd két palya-
gzekaszt dltaldban koriilbelldl a szputnyik egy keringésének
megfeleld id6 vagy koriilbeliil egy nep vdlaszt el egyméstdl.
Bar ez alatt 2z idd alatt a szputnyik pontos pdlydja nem
ismeretes, a perturbdcidkat kifejezd integrdlokra el84lli-
tott kifejezés elég pontos lesz, ha az integrdl kiszdmité-
sénak idejére a pdlydt a mdr ismert perturbdcidkat figye-
lembe vevé modellel kozelitjik. Ennek oka egyrészt az,
hogy & keresett ismeretlen erétér nem okozhat nagy pertur-
bécidkat, ezért a redlis szputnyik mindvégig kdzel fog ke~
ringeni a modellben feltdételezetthez, mésrészt az erdtér
folytonos és nem lehetnek benne nagy gradiensek sem, ezért
két egymdshoz kdzel keringd objektumra kézelitdleg azonos
er§ hat. A pdlyeelemvdltozéds tehdt kifejezhetd az ismert
pdlyaelemeken és ez ismeretlen gravitdcids koefficiense-
ken keresztiil. Mint mér emlitettiikk, ez a mdédszer a hosszu
periddusy és szekulsris perturbdcidk felhesznildss esetén
effektiv, és Kozai ilyen médon hatérozte meg 2 zondlis
harmonikusokat. Elvileg lehetséges volna ezzel a médszer-
rel tanulményozni a tébbi perturbseidst ie, & révid peridé-
dusd perturbdcidk amplitudéje azonban kicsi, és a pslyee-
lemekben olyan kis véltozdsokat okoznak, amelyeket igen
nehéz kimutetni, szez elvilaszteni a tobbi, esetenként

nagysdgrendekkel is negyobb perturbicidtdél. A tesszersdlis
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harmonikusok elsé kézelitésben nem okoznak szekuldris
perturbdcidkat, a rezonans dllapot k&zeldben azonben okoz~
hatnak nagy amplituddéju hosszu periddusi, a2z éles rezonon-
cia idején pedig Jelent8s aperiddikus perturbdcidkat is.

E dolgozat megirésekor 2z volt a £& célom, hogy meg-
mutessam a rezonans eredetl perturbdécidk geodéziai cdély
felhasznéléasének egy lehetséges utjst. A dolgozetban ajén-
lott médszernek van egy sajdtséga, amely megkiilénbdzteti
a fentebb vézlatossn ismertetett médszerektsl. Feltételez-
tem, hogy a megfigyelésekbdl meg lehet hatdrozni = pertur-
bécidkat mint a pdlyselemek folytonos fliggvényeit. Ennek
a feltételezésnek a jogosultsédgét sldtdmesztja sz a tény,
hogy egyetlen szputnyik rezonans dllapota is fenndll &lte-
ldben néhény hétig vagy hénepig, és a pdlya helyzetét meg-
hatédroz6 pdlyaselemek ez alatt is jelentSsen megvaltozneak.
Ennek kovetkeztében mar egyetlen szputnyik rendszeres meg-
figyelése alapjén is o pdlyaelemrendszerek bizonyos soka-
ségaihoz lehet meghetdrozni o megfeleld perturbdcidkat.
Ezen kivil az is tény, hogy a keringd és valshe keringett
szputnyikok szdma rohamosan né, és sok k8zbttik & hesonld
pédlygkon keringé. Ennek kévetkeztében lehet taldlni a pé-
lyaelemek fézisterében olysn tartoményokat, smelyeket elég
slirin ttltenek ki a reédlis szputnyikok pélyaelemrendszere~
inek megfelel$ pontok ahhoz, hogy e pontokban meghatdro-
Z20tt perturbdcidkbdl jé kdzelitéssel lehessen folytonos
flggvényeket felépiteni. A médszer Jellegzetessége tehst
8z, hogy a megfigyelésekbdl eldszdr folytonos fliggvénye-
ket épitiink fel, és ezekbdl bizonyos dtalakitdsck révén
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deduktiv udton Jjutunk el a F6ld gravitédcidés terét jellemzd
paraméterekhez. £z a médszer ~ ellentétben a fentebhb vé-
zolt és a gyekorlatban eddig sikerrel alkalmazott médsze-
rekkel - nem k&vetel meg semmiféle apriorisztikus felte-~
vést arra vonatkozdan, hogy mely harmonikusok okozzdk a
teldlt perturbdcicdkat és milyen negysdgrenddek ezek & har-
monikusok. A mdédszer elényds tulajdonsdga a2z is, hogy az
é1tela megkdvetelt pdlyselemek egy ardnylag révid, 10-20°
hosszu iv megfigyelése alapjén mér meghatérozhatdk, és ez
ehhez szilkséges megfigyelések tobbnyire elvégezhetdk egy
nem tul negy kbrzet - példdul Eurdpa - valemely pontjébdl.
Ritka az olyen eset, hogy deriilt id6 esetén egy szputnyi-
kot egy nap folyamén egyetlen eurdpsai 4llomésrél se lehes-
sen megfigyelni. Ha a rezonancia lefutdse nem til gyors,
elegendd, ha 2-% naponként 411 rendelkezésiinkre egy=-egy
palyaelemrendszer, és szervezett észlelési kooperscié ese-
tén erre Jjoggal lehet is szémiteni, kiilénsen ha figyelem-
be vesszik, hogy szikség esetén Eurdpan kiviil végzett ész-
lelések adatait is be lehet vonni a Tfeldolgozdsha. Ha a
megfigyelt szputnyikok pslyaelemeinek eloszldsa kedvezd, a
féként vagy kizéréleg eurdpai észlelések 2lepjén fel lehet
épiteni a feldolgozéshoz szikkséges experimentslis fliggvé-
nyeket, és ezek a fiiggvények o F51d egész gravitécids te-
rére vonatkozéan fognak informécidkat tertalmazni. A méd-
Szer elvileg alkalmazheté volna a nem rezonsns esetben is,
elkalmazédssinak azonban hatdrt szab az észleldi pontatlan-
88g és az ebbSl szérmezé hibdk a szdmitott pdlyaelemekben.

A rezonens esetek vizsgslata mindenesetre magéban is elég
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széles kutatdsi teriiletté vdlhat, hiszen élettartama alatt
csaknem minden szputnyik dthalad t6bbféle rezonans éllapo-
ton is, mikdzben a megfigyelésekbdl minden rezonans dlla-

pot idején a koefficiensek mds-mds csoportjéra vonatkozdban
nyerhetd informécid.

Az utébbi években i1O6bb szerzd is rémutatott, hogy a
rezonans szputnyikok perturbécidinak vizsgdlata eszkdziil
szolgélhat a F8ld grevitéciés paresmétereinek meghetdrozé-
géhoz. E szputnyikok vizsgélata a2zért eldnybs, mert bizo-
nyos perturbdld tényezdk hatdsa rdjuk nézve huzamos iddén
keresztil Osszegezddik, és ezdltal kidnnyebben kimutatha=-
tévd, pontosabban mérhetdvé v4lik. Megneheziti viszont e
szputnyikok pegdrbécidinak felhasznélését az a tény, hogy
a klasszikus, a Kepler-féle megolddsbdél kiindulé iterdci-
és médszerrel a rezonens perturbdcidk kis oszték megjele-
nése kévetkeztében nem irheték le. A helyzetet bonyolitja
ez is, hogy a pédlya evoluciéjét 4ltaldben més eredetd,
erdsebb perturbdld tényezdk hatdrozzdk meg, elsSsorban a
levegd ellendlldsa folytdn fellépd fékezBdés valemint a
zondélie harmonikusok és a Hold hatésa. Ez utdébbi kériilmény
negy mértékben megneheziti az &ltaldnos rezonans feladat
megolddsét, mivel minden konkrét feladatban a rezonans ta-
gokkal egylitt egy sor mds perturbdld tényezdt is figyelem-
be kell venni. A kitdzdtt gyskorlati cél azonben més dton
is elérhets, éspedig velamely pdlyeelem vdltozési sebessé-
gének a pilyaelemek experimentdlisan meghatérozott k&zepes
értékei flggvényében t8rténd vizsgdlata révén. A tovébbi-
8kban ezzel a feladettal foglalkozunk. A II. fejezetben



- 18 =

megfogalmazunk egy egzakt matematikai tételt, emely egyér-
telml kapcsolatot dllepit meg kiilénbozs8, de egymédssal kep-
csolatban 1év$ helmazokon definidlt filiggvények kidzdtt. A
kovetkezd fejezetekben az elmélet gyakorlati alkslmazhatd-
ségének kérdését vizsgdl juk, és szdmpdélddt is edunk.

II. Tétel a F6ld gravitdcids tere pearamétereinek
meghatarozhatésdgdrdél orbitédlis részecskék bizonyos

sokesédgainak perturbdcidéi alapjén

Legyen o;% a F6ld forgédsi szbgsebessége; G a Fsld
koriul Kepler-féle ellipszispdlydkon azonos n kbzepes
mozgéssal keringé részecskék /hatdrértékben nulla tomegl
és kiterjedés( testek/sokasédga, mikdzben W, és n

4
Gsszemérhetlk, azaz W Py

n P

ahol Py és P, relativ prim szdémok. A & sokasdg minden
eleme hat fiiggetlen pareméterrel jellemezhetl. Erre a sze-
repre az o, e, 6 i, W, §2i M, Kepler-féle pslyselemeket
vélasztjuk. Feltételezziik, hogy ismeretes minden O -hoz
tartozé részecske eﬁ. pélyeelemére a rezonans harmonikusok
Osszessége &1tal gyekorolt perturbdldé hatds egy keringésre
Szdmitott \Pe& kdzepes értéke. Azokat a hermonikusokat te-
kint jik rezonansaknak, amelyek a hosszisdg szerint 2%,/ 'm
periédussal peridédikusak, shol m a P, tébbszirsse

/' m =‘&'P1 /. Ha G tartelmez egy két paraméter szerint
Tolytonos halmazt, melynek egyik vdltozé poramétere S0
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vagy T1c y mésik véltozé peramétere pedig ( vagy R
mikdzben a tdbbi négy paraméter ez egész halmazra nézve 41-
land6é, ekkor a négy rdgzitett paraméter bizonyos értékei
mellett az Osszes rezonans harmonikus koefficiensei /illet-
ve amplituddi/ és meximumeik hosszusigai egyértelmlen meg-
hatédrozhatdk. A négy roégzitett paraméter alkalmasséga elé-
re megdllapithaté.

Bizonyités.

Mint ismeretes [8] y @ geoidnek a gémbtél vald elté-
rését kifejezl perturbécidfiiggvény = Kepler-féle pélyeele-
- mek és a kizepes anomdlia fliggvényében a kdvetkezd alsakban
dllithaté eléd:

wo L L oo !

____t : R — ) -&-1,6-2p e Y K-wm pares

Rer 203 Z 2R 0X oS "
: p=0 faoo YW L-m paretl,

ahol: \‘f:(fz_-zP)wﬂLth(S?-@%")\am) 3

ﬁEJ“ és RQJ“ a megfeleld harmonikus koefficiense és
meximundnek hosszisdga; e% Greenwich éraszige; ‘RE &
F6ld kdzepes egyenlitli sugera;

\min{'pl N -F-'-EL-E)}

= = A oy ZB LN (5)

Lwmp g0 &Mq -0 Ewn%p%
€ -wm
A @2-2g)! ) (—-—1)E( =)
Lim g %‘,(lﬂ—%)!(f&—m~23)! 244t

B s (D) (e m R e

(%)



E(x) egész rész figgvény; ¢ kiterjed minden é:l:‘ﬂt.ék::'ee,l
k- <ip

melyre a binomidlis egylitthatdék értéke nem nulla; Xé
Hensen-féle koefficiensek, melyek példdul a kdvetkez§ alsak-

ban 4llithatdk eld:

-£-1 . ¢- . s | s -4, S *ﬁ*l?.-?.'
X“‘“t (i*Pt)zZ(-m {1X& t Xy | P}

£ $:20

Sx:—ili-lp : A}&.“.lp_&(&e) (—Ql'id-z P) F(ZE‘ZP '-512 o sel P.L)

1

S\ ~i-,02 - ,
o g (8) (T2F)F (Lpe2t2p, 50t )

2 'R

—
ahol P==€a//ii+\1-‘et) ; '} Bessel fiiggvények; F hiper-

geometriai flggvények.

Csek a rezonans harmonikusokbél kapott tagokat meghagy-

va és egy keringésre &tlagolva a kidvetkezd perturbscidéfigg-

vényt kapjuk:

R--£5F =y

E x:=1 23?1 E;EP p=o E:ipz‘P Eﬁp;‘ M\r

Vo= (E—Zp)w«-ipinoﬂi\?z(g chc ’>‘Q &Pz)
ahol MG és G%G az epochdra vonatkoztatott k&zepes ano-
malia és greenwichi csillagidé.

Erdemes megjegyezni, hogy ha sz dtlagoldst nem egy

fordulatra, hanem p, csillagnepra /més széval p. fordulat-

ra/ végezzikk el, skkor a nem rezonans harmonikusokbdl szér-

nazé tagok automatikusen kiesnek a zondlis harmonikusokbdl

D. gel L . ~-1¢-2p (. L) €-x purcs
& ZF,, X, o
t—'&pa Pt*.i"n‘:“-,

(6)
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szérmazd szekuldris tegok kivételével, melyeknédl wm = O
és g - o.

A pélyaelemek Lagrange egyenletei 2 kovetkezd alakiak
lesznek: / Az Esszegezések jeleit valamint az F és X
fliggvények indexeit elhagytuk, emlékezve arra, hogy az
Osszegezés mindeniitt a (6) képlettel analég médon térténik./

TR g (8 PO x@zp (] (ve)

.1;;g‘__:_‘;ﬂ‘—fajel&pz(—%i)mli(c)Xte)[\?é?xpi-(ﬁ-lp)]{_::} (+¢)
FES ity e FoxEc2pemi - (0 )
%wnm;i%z-12‘32?2(%@)‘*1F'(L)X(e) ;"’M?{} (+d)
35; i-e‘ma"&%i%%—:-jﬂ'ip‘(.%i)e [WF() e ¥e) WH)X@)]{"““"} (Ye)

Re u‘-J”a: A\ RE) [L(Eﬂ\)((e)-

Leyefra{=Yt G

¢xp,

A tétel feltételei szerint a (}) egyenletek bal oldesls
adva van, mint két paraméter folytonos fiiggvénye ‘Pe (e )

Ahhoz, hogy ez J koefficiensek egyértelmlen meghaté-

¢2p,
rozhatdk legyenek, sziikséges és elégséges, hogy a bal oldal
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a jobb oldalon 4116 foggvények szerinti sor alakjédban egy~-
értelmien legyen elbdllithatd. Az elddllitéds egyértelmisé-
gének az a feltétele, hogy a jobb oldalon a legalébb egy

index szerint kilonbbzé J koefficiensek szorzdjeként

£%p,
szerepld fliggvények 1ineéris:; figgetlenek legyenek. Mint
mondtuk, az egyik peraméter §?  vagy [ﬁc . Ezek a2 mennyi-
ségek csek & trigonometrikus részek argumentumeiben for-
dulnak eld a kivetkezé formdban:
KF:(E-Zp)uj+£P1HO+KP1GQ-@%CVREK )
EN

A trigonometrikus fliggvények rendszerén beliili lined-
ris filiggetlenség kdvetkeztében megdllapithatjuk, hogy a
kiilénbdz6 X értékekhez /vagy wmz XD, -hez/ tartozé
fiiggvények linedrisen filiggetlenek lesznek. Meg kell még
kdvetelniink, hogy SZ -nak vagy r1a-nak Xp: illetve
xp, -szeres értéke trigonometrikus figgvénye koefficien-
sének & mésik 6t pareméterbll képzlditt tényezlje W veagy
L véltozésakor ne legyen azonosen nulla, ekkor ugyenis

——

jﬂﬁipz nem volne meghatérozhaté. Az R perturbicidsfiigg-
vény valamint a2z F és X ~Piliggvények snalitikusségénak
kbvetkeztében ez & kbvetelmény a négy régzitett pareméter-
nek cseknem az 6sszes lehetséges kombindcidéja esetén tel-
Jesiil, azaz bérmely koefficiens bérmely peraméter szerinti
nullpontjainak sokasdge megszémldlhatdé halmazt alkot.
Egyébként, ha a nevezett koefficiens valemely X, érték-
nél azonosan nulle, ez nem zavarja az Osszes tobbi,

J

2o,p -en kiviili koefficiens meghatdrozhetdségdat.
i vy

A tétel feltételei szerint a mésik pareaméter L vagy



W « A2 W szintén cssk a trigonometrikus fliggvények ar-
gumentuméban fordul eld, mik8zben minden { értékhez L+
flggvény tartozik, melyeknek argumentumaiban s szorzdi
kilonbdzlek. Ezek k&z0tt taldlhatd az a két figgvény is,
melyeknél s szorzdjénak ebszoliut értéke a legnagyobb,

azaz oy Lo ‘s ey~ Lw
ran L0 M= Ly

Mint 1l4tjuk, a legnagyobb abszolut értékd szorzd a kiildn-
b62z6 [ -ek esetében kiilénbdzé, égﬁ%iztositja a linedris
fluggetlenséget. Itt is meg kell természetesen kovetelni,
hogy azoknek a fliggvényeknek a koefficiensei, melyeknek
argumentumében ¢ szorzdje & legnagyobb, ne legyenek azo-
nosan nullédk. Ha velamely { -nél Lw flggvényének koef-
ficiense azonosan nulla, és a tdbbi w -fiiggvény koeffici-
enseinek valamelyikére ez nem érvényes, akkor ez & koriil-
mény - ellentétben az e€l6z86 esettel - megzavarhatja ez
jt&ip; koefficiensek meghstédrozhatdsdgdt més { értékek
esetére is, mivel eléfordulhat, hogy a k6lénbszé L -ekhez
tartozé filggvények kozdtt linedris Gsszefliggés lesz. Az
ilyen kritikus pontok eloszlésénsk tanulményozésa tovébbi
kutatés témdjdul szolgdlhat, azonben leszbgezhetjiik, hogy

2z ilyen pontok bérmely paresméter szerint megszédmlédlhatd
halmezt alkotnak, és léteznek olyan pontok, smelyekben nem
1ép fel kiildnlegesség.

Az ( inklindcié a (1) egyenletek jobb oldaldn az F(L)
fuggvénynek és F (i) derivédltjénak alekjéban van jelen. A
©) képlet megmutatja, hogy az F?-hnp fliggvény s4m ¢ -b6l
€8 cmi -bbl képzett [ -edfoki polinom. Ugyanez vonat-
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kozik F ()-re is. Ezért a (V) egyenletek kozil barmelyik-
nek a jobb oldalén az :hq&pg koefficiens szorzdjaként (-
edfoki, illetve a (7CJ és (1e) esetekben €+1 -edfoky
polinom &ll, az ilyen polinomok lineédris fiiggetlensége
folytén pedig a kiilénbszé (-ekhez tartozé fiiggvények ve-
1éban linedrisen fliggetlenek lesznek. A kritikus pontok
probléméjét illetlen a helyzet teljes mértékben aneldég az
w szerinti fliggvények esetével. Az eddigiekben mindeniitt

az |
az elmondottek ugyenigy érvényesek =

koefficiens meghatérozhatésdgérsl beszéltink, de

Zw

C?.ww :jﬁ.m Mﬁ'mAQM és bﬁw:‘jimww“xgm’
kovetkezésképpen pedig a

S
N, = ot R
Eim ™~ CE\M

értékekre is. A tétel bizonyitdsidt ezzel befejeztiik,

1. megjegyzés. A tétel megfogalmazissinsl szt kdvetel-
tik meg, hogy a (1) egyenletek valamelyikének bal oldala
8z argumentumok valamely kétvédltozds folytonos halmezén
legyen megadva, a bizonyitédsban pedig feltételeztiik, hogy
ismeretesek e fiiggvények Fourier-koefficiensei a trigono-
metrikus fiiggvények rendszere szerint. Az Ssszes t&bbi
8zerepld filiggvények enalitikussdga és a sorok egyenletes
konvergencigja ktvetkeztében /ez utdbbi korilmény egyrészt
82 adott test erdterének a szférikus fiiggvények szerinti
Sorbafejthet{ségi tételébdl, mésrészt e valddi enomélia
@dott fliggvényének a kidzepes enomdlia tSbbszdrsei szerin-
ti sorbafejthet6ségi tételdbsl kivetkezik/ matematikai
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szempontbdél ez megengedhetd. A gyskorlatban azonban a ki-
sérletileg meghatdrozandé fliggvényt dltelédben véges szédmi
pontban mért értékei alapjén épitjik fel, és a Fourier-ko-
efficiensek rendszerint ekkor hatdrozhatdék meg a legponto-
sabban, ha a mérési pontok egyenletesen oszlansk el az
egész értelmezési tartomdnyban.

2. megjegyzés. A bizonyitds sorén nem vizsgdltuk a
mérésekbdl meghatdrozott bal oldalnak a jobb oldalon 8116
fliggvények szerinti sorbafejtése létezésének kérdését. E1&-
fordulhat, hogy & bal oldal tertalmaz 2 jobb oldal minden
fliggvényére ortogonédlis komponenst. Mivel a bal oldalt eld-
zetesen mérések alapkdn hatdrozzuk meg, ilyen esetben fel-
tételezhetd, hogy vegy a mérések voltak pontatlenok, vagy
a rezonens harmonikusok hatdsét nem sikeriilt helyesen elkii-
18niteniink a tObbi perturbdcidétél. Metematikai szempontbél
ez nem zérja ki a feldolgozds lehetdségét, de kétségessé
teheti a felhaszndlt adatok tényleges pontosségét.

5. megjegyzés. A bizonyitds sorén csak a jobb oldalon
&11¢6 flggvények linedris filiggetlenségének néhény elégséges
feltételére mutattunk ré. A szikkségesség kérdése tobb
irényban is nyitve maradt. Lehetséges példsul, hogy olyen
halmezok is szolgélhatnaek a nehézségi erdtér koefficiense-
inek meghatérozdséra, melyeknek vdltozd paramétere € . Az

is lehetséges, hogy bizonyos kritikus pontokben, shol a
Ly + Cw és  Am 2w fliggvények koefficiense azonosan

nulls, a kilénbsz86 € -ekhez tartozé flggvények w szerin-
ti linedris figgetlensége érvényben marad.

4. megjegyzés. A bizonyitott tétel kdnnyen 41ltaldno-
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sithaté a nem rezonans pélyék esetére is. A formdlis kii-
18nbség csak annyi, hogy a trigonometrikus rész kdzepes

anomélia szerinti dtlagolédse utdn a

@ Y
Aan
mennyiség helyett a kdvetkezdt kapjuk:
m{% g- o L '
M'.“}[(z Zp]wi-%-i-wn(gz g%c't“—n‘&‘ﬂo-}\zm)]

3
shol

g w (€T
He a Lagrange egyenleteket ezzel az atlagolt pertur-
bacidofiggvénnyel 4llitjuk Ossze, és valemelyik egyenlet
jobb oldalét mint $ vegy M, figgvényét vizsgsljuk 1ét-
ni fogjuk, hogy a kiildnbdz8 w, é&rtékekhez tartozd flggvé-
nyek linedrisen fiiggetlenek lesznek. A kiilonbszé € érté-
kekhez tertozé fliggvények /ugyanolyen feltételek mellett,
mint a rezonens esetben/ « vegy w szerint lesznek line-
drisan fliggetlenek, Ha a 4 roégzitett pareméter olyen érté-
keket vesz fel, hogy a beldliik képzddl koefficiensek koziil
egy sem /vegy legalédbbis azok nem, melyek egy adott €
esetén az w szerinti fliggvények koziil az €uw argumentu-
mi, illetve az . szerinti trigonometrikus polinomok esetén
a maximélis fokszdémi komponens szorzdjeként szerepelnek/
egyenlé nullaval, akkor a vizsgdlt egyenlet Jjobb oldalédn
teljes kétdimenzids ortogonalizdlhatd filiggvényrendszert ke-
punk, amely szerint egyértelmien sorbafejthetd bérmely ex-
Perimentdlisan meghatérozott bal oldal, és ezdltal egyszer-

re meghatérozhatdé ez Osszes 1 és Aivw koefficiens.

L
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5. megjegyzés. Az adott pélyaelemre gyakorolt pertur-
bdl6 hatds ez erStér minden P pontjdban elfdllithaté az
erdtér komponenseinek linedris kombindcidjeként. A kombi-
nécié koefficiensei a P pont koordindtditdél és a pdlya-
elemektdl fliggenek. Az dltalunk kitizdtt feladat tehst o
kovetkezd integrdlegyenletes forméban is megfogalmazhatd:

YA

€g
S De e u[D(ehehH)]dN=\Pe&(euez)
4] ti~2

Viu=0

e
o
ehol Deilet

nek ez €g Pédlyaelemre haté komponensét 4llitje eld. A

differenciédlis operdtor, emely az erdtér-

D operétor és a P pont kiilénbdz8 torvények szerint fiig-
genek az €, €, pélyselemektdl. A 4 mésik pélyselemet az
adott feladatban konstensnek tekintjiik. '\-Pea‘(eﬂe,,)adott
flggvény; V"‘ Leplece-operdtor. Mint 1l4tjuk, egy két
egyenletes hatdrérték~feladattal van dolgunk, ahol az
egyik egyenlet a Laplece-egyenlet, a mésik pedig egy spe-
cidlis alaki integro—differenciélegyenlet, amelyben az
ismeretlen fiiggvény differencislés Jjele /amely az irsnyst
és koefficiensét tekintve a P ponttdél és még két para-
métertfl fligg/ és adott vonal mentén szémitendd integré-
lés jele alatt 411,
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III. A bizonyitott tétel redlis szputnyik-
feladatokra vald alkelmazhetdsdgdnek elméleti és
gyekorlati feltételei

Hogy a fenti tétel a gyskorlestben slkalmazhatd le-
gyen, szlkségink ven valamely kbzepes pdlyaelemrendszer
ismeretére az egészivizsgdlt iddtartemra vonatkozdan. A
kOzepes pélyén mozgdé fiktiv részecskének nem szabad tilsé-
gosan messzire eltévolodnie & redlis szputnyiktél. A maxi-
médlis eltérésnek legalébb egy nagysdgrenddel kisebbnek
kell lennie, mint az erdtér vizsgdlt harmonikuseinsk két
maximume k&zti tévolsdg. He ez teljesiil, akkor a megfele-
16 harmonikusok bizonyos pontossédgi hetdrokon beliil mind-
két objektumra egyformén fognek hatni. A mesterséges hol-
dak mozgésének tenulményozdsa arra a tapasztalatre veze-
tett, hogy egy drekonikus periddus /két egyenlitéi 4tha-
laedéds k8zti idStartem/ alatt a szputnyik redlis pidlydje
csek kevéssé tér el valamely Kepler-féle paly&tdl. Az el-
térés ritkén helad meg 10 km-t, o viszonylag kdzeli szput-
nyikok esetében pedig /melyeknek perigeummesgassdga 200-
1000 km/ , emelyek ezen kiviil kdrhéz kozeli pélyén kerin-
genek, minddssze néhdnyszor tiz métert. A F51d méreteihez
képest ezeket az eltéréseket kicsiknek tekinthet jiik, lega-
lédbbis a nem tulsdgosan nagy rendszémi hermonikusok tanul-
ményozédsénédl. Kovetkezésképpen nem kidvetiink el nagy hibéat
ekkor, amikor a redlis pdlya mentén vett integrdlédst a ko-

zepes palya mentén vett integréldssal helyettesitjik. A
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tapesztalat azt mutatja, hogy a kdzepes pdlyselemek M,
kivételével lassan védltoznak, és oz esetek tdbbségében
elég hosszi idéintervallumon beliil az idé linedris fiigg-
vényeinek tekinthet8k, s6t az ( inklindeié 41landénak.

Az elmélet alkalmazhatdségének mésik feltétele az,
hogy ismerniink kell valamely €z Pédlyaelem derivéltjénak
dtlagos értékét a rezonens harmonikusok hatdsa alatt. Ez
elég pontosan biztosithatdé példdul ekkor, ha sikeriil meg-
hatérozni €; két pillenatnyi értékét, melyeket p, egész
fordulatnek megfeleld intervallum védlaszt el egyméstél.
Ezen az intervallumon a t8bbi tesszerdlis harmonikus haté-
sa kidtlegoldédva éppen nulla lesz, s igy e redukcidkat
csek a tobbi perturbdld hatds figyelembevételével kell el-
végezni. Felhesznélhatunk természetesen birmely méds elég
pontosan meghatérozott pdlyeelemrendszert is, de nem sza-
bad megfeledkezni arrél, hogy értelem szerint a (¥) egyen-
letek bal oldelain olyan derivéltek dllnak, melyeket egy
fordulat &ltal elvdlasztott két pillenatnyi érték /oszku-
1416 pédlyaelem/ kiildnbsége alapjén hetdroztunk meg.

A rezonans szputnyikok tanulményozdsdnak eldénye abban
rejlik, hogy réjuk nézve a rezonans harmonikusok perturbd-
16 hatdsa hosszi idén keresztiil dsszegezd8dik, és ezdltal
kénnyebben kimutathetévd vdlik. A hatéds ismétlbdésének az
a feltétele, hogy minden p, fordulat utén a szputnyik a
F8ldhtz viszonyitva ugyanolyen helyzetbe keriiljon. A gya-
korlatban ez pontosan nem realizdldédik. Az emlitett kdve-
telmény skkor teljesiil legtdkéletesebben, ha a k&zepes pé-
lyzelemek kielégitik a kovetkezd egyenletet [11]
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w +,1+_€E:(Sé ‘“U%)zcj

*

Mivel w és G2  sok estben meglehetésen nagy értéke-
ket is felvehet, a2 reélis rezonans szputnyikok Kepler-féle
kdzepes mozgdsei /és a pdlydk fél nagytengelyei/ észreve-
hetden eltérhetnek a II.-ben elfogadott

nett Gy

p,

értékt6l. A (1) képletek érvényben maradnak, de az egyazon
Osszemérhetfségi halmazhoz tartozd killénbdzd pélydk esetén
a ¢értéke més-mds lesz a F5ld kdzéppontjdtél velsd redlis
dtlegos tavolsdgnak megfelelden.,

A feladat dltalénos vizsgdlatdt ezzel befejezziik, &s
&ttérink egy konkrét rezonens feladat vizsgdletdra, melyet
szédmpélddval is illusztrdlni tudunk.

IV. Az 1/15 Ssszemérhetéségl kdrpslysdkon keringd
szputnyikok inklindcidja perturbédlédédsénak vizsgdlata

Legyen G a F6ld koril py /P, =1/15 8sszemérhetlségd
csaknem kOr alekd pdlydkon /€ — 0/ keringd szputnyikok
sokeasdga. A (ﬁc) egyenlet erre az esetre a kodvetkezd sla-
kot ©1ti:

RE 1 - Cl\. — = ’ n€€+i : ~ qw’\l’/
Lawi e > >y (4 gwle_f(wh).&{_mw (3)
ahol Ay -

o v-x(n“m)um(Q-eWx

ensm)
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UJ ksz vdltozdt vezetilink be:

1
xgz T;(Mc+w)+9‘gkaa

Kénnyen beldthatd, hogy XSZ az egyenlitéi metszés—
pont hosszisdga Greenwichtdl keletre szamitva.

Eredménylil a kévetkezlt kapjuk:

VERR X(XSZ‘XEJYK)

A (8) egyenlet mutatja, hogy e -0 kovetkeztében
P:(EﬁRL/i . Mivel p egész szém, { és x egyszerre pé-
ros vagy pdratlan. Kovetkezésképpen a kitlzbtt feladat el-
vileg a kbvetkezd index? paraméterek meghatédrozésdt teszi
lehetdvé:

(15, 15) ; (17, 15) ; (19, 15) . . . stb.

(30, 30) ; (32, 30) ; (34, 30) . . . stb.

stb.

Mint l4thatd, a kiUlonbdz8 = éErtékekhez tertozé
fliggvények 252 szerint linedrisan fliggetlenek lesznek.

Tételezzikk fel, hogy a (8) egyenlet bal oldalén si-
kerilt meghatdrozni az

qcmeAQ+€4gISAQ
alaki komponenst minden . értékhez. Erre az esetre & =1,

és a (8) egyenlet a kdvetkezd slakot veszi fel:

T : . 4 g
RE A’ hen L C‘t ) oo (RE') St1s544
- a
=0

p A5~ dt ¢ 15 +25,15 F+5 (-

’ (sﬁsus,-;m‘sxg'c Wis}‘sz) (3)

4€+Ls,15°
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ahol Cim:jgm ocahn)\am és
St dem mm AL

lMivel a perturbdld hatds ismétlédésének optimdlis fel-
tétele eltér a Kepler-féle mozgés Gsszemérhetlségének tor-
vényétél, R /a ez L inklindeié figgvénye lesz, & gye-
korlat azonban azt mutatja, hogy Re /a eltérése egy meg-
felel6 Rg /A, értéktdl két nagységrenddel kisebb lesz
magétél az értéktél. Ezért Rg /A -t, legalébbis elsd kb-
zelitésben, &llandénsk tekinthetjik. 4z S és (C koeffi~
ciensek egymédstdél fliggetleniil hatérozhetdk meg, mivel a
(9) egyenlet bal oldalén cmiSlsL és «ﬁm1$ﬁa koefficien~-
sei szintén kildn~-kiilén meghatérozhatdék. Az S-ek megha-
tdrozdesdhoz a kévetkezd egyenletet kapjuk:

oo
. LA B
d(d==g£.SSF5(J chol q(L) adott flggvény;
, e AS+Ls H4 ' |
55 - (T) 15+25,15 ) FS b [:15+1s,1§'1-+s

A II.-ben megmutattuk, hogy az F; fliggvények line-
drisan fliggetlenek, kovetkezésképpen ez alébbi formulédk
szerint felépithetd beldlik az Eb ortonormélt fliggvény-
rendszer /Grem-Schmidt féle ortogonalizécidés eljards/ [ﬂ

_ )
E (i)s —=—
i H F:(;)H

f

Fo () =F(d) 5 F. (0= FS'”(a)-f‘iZS (Eg Feort) B 0)

i .
Az F; fliggvény a kévetkezdképpen fejezhets ki sun i

és ol hatvédnyei szerint: /1ld. (G) -ot is/
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S 2 TR i TP
S -E_‘:E} S g A L&,_.c &‘%Cc) L
30 4 ‘.
A (36+254+248) (-i)s

S (5-8) ! (45450 k) (L)1 220015 LE

BU\ - (4@:;) a (2, a; E”)({i‘;i C) ¢ 1)¢

| .
F a kbvetkezd alekban 4llithatd eld L tdbbszdrosel
15425

szerint: F;(L) - QZG Hs& e L

ahol a Hs‘a koefficiensek As&_ -n és BQR -n keresztil

a kbvetkezlképpen fejezhetlk ki:

- ° ¢ '¥+E~E(‘£‘) Qaptl) &

Hslg: 2 ¢ 1) As,&é BE.@-lEﬂp'?‘-( ' L— (E;?F:IP)G-_&)(‘QC
&-‘:Max{(}f(‘%‘ﬁ)} P <=

Az Es fliggvényrendszer most mér kénnyen felépithets.

A sorozat elsd két eleme a kdvetkezd ealaki:

! o,
E (l] - T( g Hol[J = Hoi ‘-ff-")at.
R
Ei(") = { ?:‘o 1,2 = H‘.*’- cnl L
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Ezutén sorba kell fejteniink sz (i) figgvényt ¢
tobbszdrdiseinek cosinusai szerint, azutédn pedig mér a ko-
efficiensek egyszerd szorzédsa és Usszegezése Utjin meg-
kapjuk a bal oldal Es szerinti sorbafejtésének koeffi-
cienseit, Ahhoz, hogy az Es fliggvény koefficiensét
pontosan meg tudjuk hatérozni, elézetesen meg kell haté-
roznunk ceki koefficienseit  4: 15+2s -ig bezsrdleg.
Mésrészt, ha sikeriil meghatéroznunk ci koefficiensét,
és meggybzddiink arrél, hogy a tobbi koefficiens lényege-
sen kisebb, mér ez az egy érték is lehetlséget nyijt bi-
zonyos becslésre az Osszes Es melletti koefficiensre vo=~
natkozéen. Az E_ figgvényt az elsé s+ |§(0 fliggvény
linedris kombindcidjeként dllitottuk eld,ezért nyilvénva-

16, hogy az E fliggvények szerint meghatdrozott sor egy=-

S

T

értelmtien dtalekithets F, flggvények szerinti sorr4.
Ilyen médon megkapjuk az 5; koefficiensek értékét, ko-
vetkezésképpen az adott esetben az S«hasﬁs /és ugyanigy
a (;;q;ﬂs / koefficiensek meghatérozdsénask feladata tel=-
Jjes egészében megoldhatd.

A [9])-ben k8z81ték ez Ariel-3 /67-42 A/ mesterséges
hold pélyselemeit egy olyen id8intervallumra, amely magé-
ba foglalta az 1/15 8sszemérhetbségl rezonens dllapotot.
A munka szerzdje észrevette, hogy o pdlya inklindcidja
sajédtos perturbdcidét szenved, és késdébb egy rovid kézle-
ményben & perturbdcidé rezonens eredetére forditotta a fi-
gyelmet. Kimutathaté, hogy ha az észlelt perturbdcidét
azon hermonikusok hatésdnak tulajdonitjuk, melyeknél
m =15, mér elég j6l leirhatdé a jelenség. Feltételezziik,
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hogy az L =80°17 inklindcidju kér elekd pélyén keringd
szputnyikok /ilyen volt 2z Ariel-3/ inklindciéje >¥1
fliggvényében & kdvetkezd perturbdcidét szenvedi / ( - mint
ktzepes pdlyaelem - az egész intervallumra &llandének te-

kinthet8/ : di
dt

Az 1. dbrédn feltiintettik & mért és szdédmitott értéke-

22,56 107" s0n 15 (g - 14°4) (10)

ket /keresztek illetve folytonos vonallal Ssszekdtdtt ké-
rok/. Az abszcisszatengelyen a Julidn ddtumokat valemint
velilk pérhuzamosan az sktudlie ')\g értékek kdzil a Fsld
egyenlit8i ivének a Greevwichtdl keletre esé 1/15 részé-
hez tertozdét tintettik fel.

L +
80,1800 -
80,1700 -
80,1600 -
l..1 22? 130 141 110 B{‘? 7.4 69 1.5 49 113 1#.‘? 1&3 23.? 57 A
T.l 13 201 15,9 12,7 37 ‘?29 '70 '?0 51 10.0 130 16.5 213 1.6 8‘7 ’.30

39200 39830 39 860 29830 39920 19950 39380

1. abre
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A szémitdsokat a kovetkezd mdédon végeztiik: eldszdr
kiszdmitottuk :XQ értékét minden epochéra /3 napoe in-
tervallummal/, utédna pedig sz MJD=3%9889; l=80°1697 ponte=
bél kiindulva a Simpson-formula segitségével minden méso-
dik epochéra kiszémitottuk a At névekmény értékét. Mint
ldthaté, a grafikon igazolja azt a feltevést, hogy & vizs~
gélt intervallumon a fé perturbdldé tényezd az m =15 ren-
dd harmonikusok hatédsa volt. A tovédbbi vizsgdlat azt is
megmutatje, hogy a (10) ~ben szerepld 2,56 és 14°4 kons-
tansok velészind hib&i nem haladjék meg 2 0,1 illetve 1°
értéket. Ez lehetévé teszi, hogy & (3) és (10) -bsl két
beszefiiggést nyerjink az S és szs"s koeffici-

1542548

ensek koézott:

o o oo R*ts‘tls i .
bnl 9 56 407 e (15160 - 5 ()R] (s07h)-C

n(15-u.-:L) $20

1542545

o ) oo 1542
Ml 3 56407 sin (15 14°4) = - B_E) o
s ( ) 2 (< F, (R0*1%)

n (45-mL) 9 '5-15,2_5.15

Behelyettesitve & megfeleld szémértékeket:

. oo 15¢25 1t
2,53 1077 = SZ((LSZB) FS(SOQH)' C1§+1sts
=0 ‘
. . > - 15425 v 0
4, 841077 = E%S(LISZS) F;(SO 1}) S4s+1a15

Csupdn nagysdgrendi becslés céljébbl folytatjuk a
szdmitédst, feltételezve, hogy az egész perturbdcidt a
Cisas 6o ‘Sm,w koefficiensekhez tarﬂIozé hermonikusok
okozzék. Végeredményben a kdvetkezd értékeket kapjuk:

C15.1$

— L] -22
Sis5 = ~1,06°10

-1’45.10-22

it
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A normalizdlt Chgdj és .SGJS koefficiensekre pedig:

Cyis = =3,00"1077
—S'T‘;H = -.2’19.10_7

/ C.., és (.. kbzbtt a kbvetkez8 Osszefiiggés 411

fenn:

i
Ch,w-. = [(h*—m)', (2nt1)°2/(h+m)!]l E:M

és S
Mint léttuk, az Ariel-% esetében a rezonans éllapot

és ugyenigy ~S“M e KOZBtt./

elég hosszyi ideig 411t fenn ahhoz, hogy azonnal meg tud-
juk hatérozni di /dt értékét minden lehetséges ')\Q—
hoz, és ilyen mdédon fel tudjuk épiteni /igez, csek egy
harmonikus pontossidgédveal/ az ?(19)=d5/3{ fliggvényt.
Mint ez 1. édbre mutatje, & rezonancia meximdlis élességé-
nek pillenatében %52 -nek extremuma ven, és §()g) eb-
ben a pontban hatédrozhaté meg a legpontosebban. A£ltalédben
az varhaté, hogy minden szputnyik rezonancidja mdédot
nydjt £(k&) meghatérozéséra AQ extremumsénaek valemely
kbrzetében. Ha adatokkal rendelkeziink t&bb azonos inkli-
nécidjui szputnyik rezonanciédjéra vonatkozdéen, melyeknél
'ng extremumai kiildnbdzbek, az adatok egyiittes feldol-
gozésa lehetlvé teheti £(jk9) pontosabb meghatérozdsit.
Chm ds S
van t6bb, kiillonbdzd inklindcidjd szputnyik rezonencidji-

- végleges meghatédrozéséhoz sziikkségiink
ra vonatkozdé adatra, és minden értékhez meg kell he-
tédroznunk a megfelell ﬁé(?\Q) flggvényt. Megkiséreltem
ilyen informécid elkiilénitését a kéthetenként megjelend
NORAD /SPACETRACK/ pélyaelemrendszerekbdl a kivetkez§
szputnyikok pdlyeselemei alapjsn: 65-60 A, 65-60 B,
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/ . =28°9/,62-06 B, 69-68 B, / (=32°9/, 65-53 A, 65-53 C,

/ 1=54°5/, 67-108 A, 67-108 B, / L=74°0/, 67-42 A, 67-42 B,
/ \=80°2/. Kideriilt, hogy bér a rezonancia hatédsa minden

esetben csaknem teljes bizonyosséggal kimutathaté, a mé-

rési pontok kdzdtti nesgy idéintervallum és 2 mért értékek
negy szoérésa miatt ezek a pédlyaelemek nem nyudjtensk eldg

informécist ez {(Ng) fiiggvények kelld pontosségli nume-
rikus meghatérozédsdhoz. Ezzel szemben a feldolgozds sorén
ezek a pélyeselemek jél felhsszndlhatdk, mint kdzepes pé-

lyaelemek.,
Utdszé

A NORAD pédlyeelemek vizsgdlata mégis lehetdvé tett
egy kOvetkeztetést. A rezonencia hatése a vizsgdlt esetek
egyikében sem lehet sokkal nsgyobb, mint az Ariel-3% ese-

tében, ezért (:15.'1:_”15 és Swusns nagységrendje legfel-
Jjebb 1077, Az Ariel-3 felhasznélt pdlyeselemeit 1? kSzepes
hibdju rédidinterferométeres /MINITRACK/ észlelésekbdl
hatérozték meg. Ha rendelketésre dllna az Ariel-3 rezo-
nens allapotdnak idejére vonatkozd, néhény ivmésodperenél
nem negyobb hibédkkel terhelt fotografikus észlelési enyag,
valdészinlleg még az jhlu és keﬁm paraméterekre vonat-
kozden is meg lehetne bizonyos adatokat hatédrozni.

Az ( pélyselem vdlasztédsa a vizsgdlatokhoz azért
kedvez8, mert ( kevéssé érzékeny a felsl 1légkdér irregu-

léris slrlségvéltozésaira, és ezen kiviil az Ssszes tdbbi

perturbéld tényezdvel szemben is eléggé stabilen viselkedik.,
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